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Introducao

NEDUR

Relembrando...

* O que é Analise Espacial?

Consiste em métodos e técnicas que buscam identificar padrdes de
associagao espacial (dependéncia e heterogeneidade espaciais) nos
fenbmenos socioecondémicos com o objetivo de compreender suas
estruturas e dindmicas no espaco, contribuindo para a formulacao e
avaliacao de politicas publicas e privadas

- Efeitos espaciais:

o Dependéncia espacial: interagcao dos agentes através do espaco.
o Heterogeneidade espacial: instabilidade estrutural atraves do espaco.

Economia Regional e Urbana — SE314 — Prof. Alexandre Porsse e Prof. Vinicius Vale | 3



Introducao

NEDUR

* Por que estudar Econometria Espacial?

Necessidade de um modelo que controle os efeitos espaciais:
o Heterogeneidade espacial

o Autocorrelacao (dependéncia) espacial
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Introducao

NEDUR

 Um modelo econométrico-espacial envolve a incorporacio de
defasagens espaciais ao modelo classico de regressao linear.

* As defasagens relacionadas aos processos espaciais podem assumir trés
formas de defasagem:

o na variavel dependente (Wy)

o nas variaveis independentes (WX); e/ou

o nos termos de erros (W& ou We).
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Modelo classico de regressao linear
NEDUR

* O Modelo Classico de Regressao Linear (MCRL) é dado por:
y=XB+¢ e~N(0,0°I)

em que y € um vetor com a variavel dependente (n por 1); X € uma matriz
(n por k) com as variaveis explicativas exdgenas (mais a constante); g é
um vetor de coeficientes de regressao (k por 1); e € € o vetor (n por 1) dos

termos de erro aleatorio.

* Nesse modelo nao existe interacao espacial entre as regioes.

* A equacao nao incorpora nenhuma defasagem espacial.
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Modelos espaciais

NEDUR

» Caso simples de simultaneidade espacial com duas regides:
n = 2 equacoes

y1 =012y, + X1+ & & ~N(0,02)
y, =0yy1 +XoB+& & ~N(0,0%)

Bo
Yiy\_( O 0‘12)(3’1) (1 X11 x12) €1
(y2>_(0(21 0 Y2 T 1 X1 Xxpp "gl +(€z)
2

(yl)zp 0 0(12/p (3’1)+(1 X11 x12) gi +(2)

Y2 O‘21/10 0 Y2 1 xp1 X2 8,

Y1\ _ 0 W12) (3’1) (1 X11 x12) 1
(yZ) B p (W21 0 }’2 + 1 x21 xzz gl + (82 )
2
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NE - Modelos espaciais
Bo
e R Oo 3 [ R Copd | Vi R

» Na equacao acima temos duas observacdes e cinco incognitas a definir,
trés referentes ao vetor g (B,, f1 € B>), € outras duas associadas a
dependéncia espacial (pwy1 € pw;,).
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n
Modelos espaciais

NEDUR

» Caso geral - n regides (equacoes):
y=pWy+XB+¢ e~ N(0,0%I)

em que p € o coeficiente de dependéncia espacial (defasagem auto-
regressiva) e W € a matriz de peso espacial.

» Observacao:

Wij=OS€i=j

w;; # 0 sei # j: existe relagao de vizinhanga entre j e J.
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Modelos de dependéncia espacial
NEDUR de alcance global

* Modelos economeétrico-espaciais de alcance global sao caracterizados
por hospedar a dependéncia espacial cujo alcance do transbordamento &
global.

* O multiplicador espacial faz com que um impacto sobre a variavel
dependente seja refletido para todas as regides da area de estudo.

* Exemplos:

o Modelo de defasagem espacial (SAR)
o Modelo de erro autorregressivo espacial (SEM)
o Modelo de defasagem espacial com erro autorregressivo espacial (SAC)
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Modelos de dependéncia espacial
NEDUR de alcance local

* Modelos econométrico-espaciais de alcance local sao caracterizados
por hospedar a dependéncia espacial cujo alcance € localizado.

* O impacto da dependéncia espacial € observado para apenas algumas
regioes da area de estudo, sobretudo os vizinhos diretos e os vizinhos
indiretos de segunda ordem (vizinhos dos vizinhos).

* Exemplos:

o Modelo de erro de média moével espacial (SMA)
o Modelo regressivo cruzado espacial (SLX)

o Modelo regressivo cruzado espacial com erro de média movel espacial
(SLXMA)

Economia Regional e Urbana — SE314 — Prof. Alexandre Porsse e Prof. Vinicius Vale | 11




3 Modelos de dependéncia espacial
NEDUR

» Existem modelos de dependéncia espacial de alcance global e local.

* Exemplos:

o Modelo de Durbin espacial (SDM)

o Modelo de defasagem espacial com erro de média moével espacial
(SARMA)

o Modelo de Durbin espacial do erro (SDEM)
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Modelo de defasagem espacial (SAR)

NEDUR

* O modelo de defasagem espacial (SAR - Spatial Auto Regressive) é
dado na sua versao pura por:

y=pWy+¢ e~N(0,0%L,)

em que Wy é um vetor n por 1 de defasagens espaciais para a variavel
dependente; p € o coeficiente autorregressivo espacial; e € o termo de
erro.

* Na sua versao mista, o modelo SAR inclui variaveis explicativas:

y=pWy+XB+¢ e~N(0,0°I,)

em que X € uma matriz de variaveis explicativas exdogenas.
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Modelo de defasagem espacial (SAR)

NEDUR

* O modelo SAR misto,
y=pWy+XB+¢ e~N(0,0%L,)

€ especificado para que o valor da variavel dependente observado numa
determinada regiao seja determinado pela média dos valores da variavel
dependente observados na vizinhanca (Wy), pelos valores das variaveis
explicativas (X) e que seja influenciado aleatoriamente por um termo de
erro (¢).

» O valor de p situa-se entre -1 e 1:

lpl <1
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Modelo de defasagem espacial (SAR)

NEDUR

» Se p for positivo, isso indica que existe um autocorrelacao espacial
global positiva.

o Um alto (baixo) valor de y nas regides vizinhas aumenta (diminui) o
valor de y na regiao /.

« Se p for negativo, isso indica que existe um autocorrelagao espacial
global negativa.

o Um alto (baixo) valor de y nas regides vizinhas diminui (aumenta) o
valor de y na regiao /.

« Se o0 parametro nao for estatisticamente significativo, o coeficiente
pode ser considerado como zero, o que indica evidéncias de auséncia de
autocorrelacao espacial.
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Modelo de defasagem espacial (SAR)

» A forma reduzida da versdo mista do modelo SAR é dada por:

y=Uy —pW)'(XB +¢)

Ely] = E[( — pW) T (XB + ¢)]

Ely] = (I —pW) 'E[(XB + )] = (I, — pW)™'Xp

- Se |p| < 1, temos que:

(I, —pW)™ L =14 pW + p2W2 4 ...
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Modelo de defasagem espacial (SAR)

NEDUR

Ely] = U+ pW + p*W?* + - )XB

J

T

Multiplicador Espacial
(simultaneidade da interacao)

* Pela matriz (I + pW + p?W? + ---) tem-se que cada regido é
autocorrelacionada com todas as outras, mas de forma que a intensidade
da autocorrelagao decresce dado que |p| < 1.

» O alcance de um choque € global porque se propaga por todo espaco:

o No epicentro de ocorréncia do choque, a sua intensidade € maior e, a
medida que se distancia, a intensidade perde forga.
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il Modelo de defasagem espacial (SAR)
NEDUR

* Ainterpretacao dos coeficientes num modelo espacial pode ser mais
complexa por conta dos efeitos indiretos e re-alimentadores entre as
regides dado os transbordamentos espaciais.

0O 1 O
W = (1/2 0 1/2)

« Seja n = 3, tal que:

0 1 0

1 —p 0
I—pW=|-p/2 1 —p/2

0 —p 1

1-p%/2 p  p?/2
p/2 1 p/2
p*/2  p 1-—p?/2
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Modelo de defasagem espacial (SAR)

* Neste caso, os coeficientes angulares sdo definidos como:

/d)ﬁ dy; d}’1\
dxlj dxzj dX3J

— N2 2
dy, dy, dy, g (L=P/2 P P2

= 2 1 2
R I A
dy; dy; dys
\dxlj dxzj dx3j/
 As derivadas na diagonal principal tém a seguinte propriedade:

dY1:dY3: Fj 1_[)_2 ,B ,B
dxyj dxzj 1-p? 2 J\2- 2p J

dy, Bj
dxzj 1—p2 ﬁ]
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Modelo de defasagem espacial (SAR)

* E os efeitos podem ser decompostos tal que:

/d)ﬁ dy, d)ﬁ\
dxlj dxzj dX3J

— N2 2
dy, dy, dy, g (L=P/2 P P2

A= = p/2 1 p/2
dx.: dx-: dxa: — n2
xl] x2] x3] 1 p p2/2 p 1 — p2/2

dy; dy; dys
\dxlj dxzj dx3j/
1
e ED = (;) tr(A) = Impacto direto médio (média dos termos da diagonal principal)
e E] = ET — ED = Impacto indireto médio (média dos termos fora da diagonal principal)

1Y)\. .
« ET = (;) 1. (4) i,, = Impacto total médio
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Modelo de erro espacial (SEM)

NEDUR

* O modelo de erro autorregressivo espacial (SEM - Spatial Erro Model)
é dado por:

y=Xp+¢

E=AWé+¢ e~N(0,0%I,)

em que A € o parametro do erro autorregressivo espacial que acompanha
a defasagem W¢.

» Os erros associados com qualquer observacao sdo uma média dos erros
nas regides vizinhas mais um componente de erro aleatorio.

gl
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Modelo de erro espacial (SEM)

» A forma reduzida do modelo pode ser representada por:

y=XB+ (U, —AW) e

Ely] = Xp
- Se |1] < 1, temos que:

(I, —AW)™ L =1, 4+ AW + 22W?2 + ...
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Modelo de erro espacial (SEM)

NEDUR

- Pela matriz (I,, + AW + 22W? + ---) tem-se que cada regido é auto-
correlacionada com todas as outras, mas de forma que a intensidade da
autocorrelacao decresce dado que |1]| < 1.

» O alcance de um choque ¢é global porque se propaga por todo espaco.

o No epicentro de ocorréncia do choque, a sua intensidade € maior e, a
medida que se distancia, a intensidade perde forca.
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Modelo de erro espacial (SEM)

» Ainterpretacao dos coeficientes  nao € afetada no modelo SEM.

« Cada f € entendido como o efeito marginal (derivada parcial de y em
relacao a variavel explicativa em questao):

_ dy;
0X;x

P
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Modelo de Kelejian-Prucha (SAC)

o O modelo de defasagem espacial com erro de média moével espacial
(SAC) é dado por:

y=pWiy+Xg+¢
E=AW,LE +¢ e~N(0,0%1,)

 As restricOes sobre os parametros espaciais exigem que:

lpl<1lelll <1
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Modelo de Kelejian-Prucha (SAC)

NEDUR

» A forma reduzida do modelo pode ser representada por:

y=U, —pW)XB+ U, —pW) U, —AW,) e

* Um choque na regido j afeta todas as outras regides por intermédio do
multiplicador espacial do processo SAR da defasagem espacial,
amplificado pelo efeito multiplicador extra proporcionado pelo processo de
erro espacial.
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Testes de especificacao

NEDUR

Teste I de Moran:

* Trata-se de um teste simples sobre a autocorrelacao espacial dos residuos
da regressao do modelo MQO:

2SS (3 -9, - )

J—_ =l

P VIR

i=1 j=1

» Hipo6tese nula: residuos da regressao estimada por MQO séao distribuidos
aleatoriamente ao longo do espaco.

* Critério do teste: se H, € rejeitada, os residuos sao autocorrelacionados
espacialmente.

* Hipétese alternativa: ha dependéncia espacial.
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Testes de especificacao

NEDUR

Teste / de Moran:
* Vantagens:

o Simplicidade computacional
« Desvantagens:

o Possui poder contra uma seérie de problemas da regressao: ma
especificacao do modelo, heterocedasticidade e auséncia de
normalidade nos residuos.

o Nao aponta qual tipo de autocorrelacao espacial € predominante.
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Testes de especificacao

NEDUR

Teste ML,:

- Trata-se de um teste do tipo multiplicador de Lagrange para detectar a
defasagem espacial da variavel dependente:

ey

SZ

MLP = AN A
{(WXﬁ) MWXJ

s2

+tr[W'W + WZ]}

 Hipétese nula (Hy): p = 0, assumindo 1 = 0.

 Hipétese alternativa (H,): p # 0.
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Testes de especificacao

NEDUR

Teste ML,:

* Vantagens:

o Facilidade computacional

o Robusta contra erros nao normais

o Robusta na presenca de heterocedasticidade

o Discriminacao do tipo de autocorrelacao espacial
- Desvantagens:

o Falta de poder — H, € frequentemente rejeitada (mesmo quando ela é
verdadeira).
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Testes de especificacao

NEDUR

Teste ML;:

» Trata-se de um teste do tipo multiplicador de Lagrange para detectar
autocorrelacao espacial na forma do modelo SEM:

e'We\*
52

tr[W'w + w?]

MLA -

 Hipétese nula (Hy): 1 = 0, assumindo p = 0.

 Hipétese alternativa (H,): 1 = 0.
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Testes de especificacao

NEDUR

Teste ML;:
* Vantagens:

o Facilidade computacional
o Discriminacgao do tipo de autocorrelacao espacial

« Desvantagens:

o Possui poder contra uma seérie de problemas da regressao:
heterocedasticidade e auséncia de normalidade nos residuos.

Falta de poder — H, é frequentemente rejeitada (mesmo quando ela é
verdadeira).
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Testes de especificacao

NEDUR

Teste ML,,:

» Trata-se de um teste do tipo multiplicador de Lagrange para detectar
autocorrelacao espacial na forma do modelo SAC (defasagem e erro
autorregressivo espacial incluidos juntos):

e'Wy e'We\° e'We\*
ML g2 g2 52
AT (WXB)M(WXRB) T tr[WwW + W'w]
o2

 Hipétese nula (Hy): 1 = 0 oup = 0.

 Hipétese alternativa (H{): A #0oup # 0
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Testes de especificacao

Teste ML,,:

* Desvantagens:

o Indefinicido da fonte de erro espacial quando a hipotese nula é
rejeitada.
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Testes de especificacao

NEDUR

» Os testes robustos sao similares aos testes anteriores, porém, incorporam
um fator de correcio para levar em conta a ma especificacao.

* Apresentam uma solugéao para a superrejeigao de H, dos testes ML.
Teste ML,,:

* Hipétese nula (Hy): p = 0, assumindo 4 = 0.

* Hipoétese alternativa (H,): p # 0.
Teste ML):

* Hipétese nula (Hy): 1 = 0, assumindo p = 0.

* Hipétese alternativa (H,): 1 = 0.
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Especificacao de modelos espaciais

NEDUR

* Abordagem de especificagao classica (geral):
1. Estima-se o modelo classico de regressao linear (MCRL) por MQO;
2.Computam-se ML, e MLy;

3.Se ambas estatisticas sao nao significativas, considera-se o modelo a-
espacial MCRL como melhor especificagao;

4.Se ambas forem significativas, escolhe-se a mais significativa: (i) Se
ML, > ML,, estima-se o modelo SAR; e (ii) Se ML, > ML,, estima-se o

modelo SEM.

5.5e ML, for significativa e ML, nao, estima-se o modelo SAR;
6.Se for ML, significativa e ML, nao, estima-se o modelo SEM.

» O procedimento robusto de especificacdo segue 0s mesmos passos, apenas
substitui os testes ML tradicionais pelas suas versodes robustas.
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%
%\‘9 Especificacao de modelos espaciais

NEDUR
Procedimento Estima-se o modelo
. MCRL por MQO:
Classico _y
y=Xpb+¢ Estima-se o
v modelo SEM
Diagnostico ML T
(ML, e ML,)
l -> 1‘4[;}L
P Apenas uma
Ambas nao significativas B AT
(nem ML,, nem ML) <+«— Significativa“ » significativa
& p l (ML, ou ML))
v Ambas > ML
Pare e mantenha os significativas 1
resultados do (ML, e ML,)
modelo MCRL v Estima-se o
Qual é mais significativa? modelo SAR
I
ML, > ML, ML, > ML,

[ Estima-se o modelo SEM ] [ Estima-se o modelo SAR ]
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%
%\‘9 Especificacao de modelos espaciais

NEDUR
SaeeliErE Estima-se o modelo
MCRL por MQO:
Robusto —y
Yy =6 Estima-se o
v modelo SEM
Diagnostico ML T
(ML} e ML})
I > ML,
P Apenas uma
Ambas nao significativas B AT
(nem ML}, nem ML) <+—— Significativa“ » significativa
A’ P ! (ML; ou ML})
y Ambas > ML
Pare e mantenha os significativas 1
resultados do (ML, e ML)
modelo MCRL v Estima-se o
Qual é mais significativa? modelo SAR
I
MLy > ML, ML, > ML}

[ Estima-se o modelo SEM ] [ Estima-se o modelo SAR ]

Economia Regional e Urbana — SE314 — Prof. Alexandre Porsse e Prof. Vinicius Vale | 38



Especificacao de modelos espaciais

NEDUR

» Abordagem hibrida de especificacao:
1. Estima-se o modelo classico de regressao linear (MCRL) por MQO;

2.Computam-se ML, e MLy;

3.Se ambas estatisticas sao nao significativas, considera-se o modelo a-
espacial MCRL como melhor especificagao;

4.5e ML, for significativa e ML, nao, estima-se o modelo SAR;
5.Se for ML, significativa e ML, nao, estima-se o0 modelo SEM.

6.Se ambas forem significativas, escolhe-se a mais significativa pela
vers&o robusta MLj, e MLj: (i) Se ML, > ML;, estima-se o modelo SAR;

e (i) Se ML; > MLy, estima-se o modelo SEM.
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%
%\‘9 Especificacao de modelos espaciais

NEDUR
Estima-se o modelo
Procedimento MCRL por MQO:
Hibrido y=XB+¢
Estima-se o
y modelo SEM
Diagnostico ML
(ML, e ML,) T
Ambas n&o sianificat ! Ambas uma * Mia
mbas ]\r:]aLO signi ';/IaleaS +— Significativa? —| significativa
(nem ML,, nem MLp) ! (ML, ou ML,)
A Ambas > ML,
Pare e mantenha os significativas
resultados do (ML, e ML,) 1
modelo MCRL ‘ [ Estima-se o J
Diagndstico ML Robusto OO SR
(ML e ML;)

ML} +— Significativa? —— ML,
\ 4 ‘

[ Estima-se o modelo SEM ] [ Estima-se o modelo SAR ]
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Estimacao de modelos espaciais

NEDUR

* Na econometria espacial, os estimadores mais adotados em aplicacoes
sao baseados no principio da maxima verossimilhanc¢a e os baseados no
principio do método generalizado dos momentos.

* O método de MQO pode n&o ser apropriado.

o No modelo SAR, o coeficiente espacial p é viesado e inconsistente se
estimado por MQO.

o No modelo SEM, as estimativas por MQO sio nao viesadas e
consistentes, porém sao ineficientes.

JUIT
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NEDUR
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